SUR LA CATÉGORIE DES BIMODULES DE SOERGEL 
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Para Javi, mi hoja ligera 

RÉSUMÉ. La catégorie B de Soergel d'un système de Coxeter {W, S) 
est une catégorie de bimodules sur une algèbre de polynômes sur 
laquelle W agit. C'est une catégorification de l'algèbre de Hecke 
de {W,S). Dans cet article nous donnons une description combina- 
toire des espaces de morphismes dans B. En corollaire, on obtient 
une description analogue des morphismes dans Og-proj, où Oq est 
le bloc principal de la catégorie O de BGG. 



1. Introduction 

En 1980, Kazhdan et Lusztig ont posé leur célèbre conjecture de 
positivité [9]. Si {W^S) est un système de Coxeter et Ti son algèbre 
de Hecke, cette conjecture dit que certains polynômes de changement 
de base dans Ti (les polynômes de Kazhdan-Lusztig) ont des coeffi- 
cients positifs. Ces polynômes ont donné naissance à ce qu'on appelle 
la théorie de Kazhdan-Lusztig, qui s'est avérée avoir des liens profonds 
avec la géométrie, les représentations et la combinatoire. 

En 1992 [14j Soergel a catégorifié ?i, c'est à dire qu'il a défini une 
catégorie tensorielle B et un isomorphisme d'anneaux e àe Ti vers le 
groupe de Grothendieck scindé de B. Il a alors posé une conjecture (12.91 
ci-dessous) qui relie, via e, les éléments de la base de Kazhdan-Lusztig 
avec les éléments indécomposables de B. Cette conjecture imphque la 
conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig. 

Historiquement, Soergel a introduit cette catégorie dans le cas des 
groupes de Weyl pour relier la catégorie O d'une algèbre de Lie semi- 
simple complexe et les faisceaux pervers sur les variétés de drapeaux. 
Le lien avec la géométrie lui a permis de démontrer sa conjecture dans 
le cas des groupes de Weyl, et il en a déduit une nouvelle preuve de 
la conjecture de Kazhdan-Lusztig, démontrée auparavant par Beilinson 
et Bernstein [T] et par Brylinski et Kashiwara [3]. 

Par ailleurs, dans un article récent [lOj, Khovanov montre qu'à partir 
de certains complexes dont les termes appartiennent à B, on retrouve 

1 



2 



NICOLAS LIBEDINSKY 



l'homologie réduite définie dans [H], qui est un invariant de noeuds et 
dont la caractéristique d'Euler est le polynôme HOMFLYPT. 

Dans la section 2 de cet article, nous donnons l'énoncé précis du 
théorème de Soergel, de la conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig 
ainsi que de la conjecture de Soergel, en expliquant à chaque fois quelles 
parties de ces conjectures ont été prouvées. Dans tous les cas (sauf pour 
les groupes de Coxeter universels), les parties de ces conjectures qui sont 
résolues, sont les cas oii on peut associer une géométrie. C'est pour cela 
en partie que cette approche algébrique de Soergel est particuhèrement 
intéressante. 

Dans la section 3, nous exposons les résultats déjà connus qui nous 
intéressent sur les espaces d'homomorphismes de la catégorie B. Tous 
ces résultats sont explicites ou implicites dans l'article de Soergel [T6]. 




Le théorème fondamental de cette section est le théorème 13. 41 qui donne 
les dimensions graduées de ces espaces d'homomorphismes (corollaire 



Dans la section 4, nous définissons la « base des feuilles légères » 
(BFL), qui est un sous-ensemble de ces espaces d'homomorphismes. On 
peut regarder la construction de la section 4 comme une catégorification 
de la formule donnée dans le corollaire 14. 2[ Cette formule dit que les 
dimensions graduées des espaces d'homomorphismes sont données par 
le coefficient en 1 d'un produit du type (1 + T^J ■ ■ ■ (1 + T^^). 

Dans les sous-sections 4.1-4.3 nous définissons un morphisme entre 
certains éléments de B associé à une relation de tresses. Dans les sous- 
sections 4.4 et 4.5 nous construisons par récurrence la BFL, en imitant 
au niveau des morphismes de la catégorie B la récurrence qui apparaît 
pour le calcul du produit (1 + T^J ■ ■ ■ (1 + T^^) à partir du produit 



Dans la section 5, nous prouvons le théorème fondamental de cet 
article : la BFL est en fait, comme le laisse prévoir son nom, une base 
de l'espace d'homomorphismes, comme module à droite sur un cer- 
tain anneau. Dans la section 6 nous en déduisons des bases pour les 
morphismes dans B. 

Soit Oq le bloc principal de la catégorie O de BGG. Comme corol- 
laire du résultat de la section 6, nous trouvons explicitement, dans la 
section 7, les morphismes dans la sous-catégorie pleine de Oq d'objets 
Project ifs (Oq— proj). 

La catégorie B est construite à partir d'une représentation réfiexion 
fidèle de W. Dans l'article en préparation [12] nous utilisons le théorème 
15.11 pour prouver des équivalences entre les conjectures de Soergel as- 
sociées à différentes représentations de W. En particulier nous mon- 
trons que sur M il suffit de considérer la représentation géométrique. 




KM- 



(1 + T,J---(1 + T,„_J. 



SUR LA CATÉGORIE DES BIMODULES DE SOERGEL 



3 



Je tiens à remercier Raphaël Rouquier pour son aide dans la rédaction 
de ce travail. 

2. Conjecture de Soergel 

2.1. Théorème de SoergeL Le théorème de Soergel affirme que la 
catégorie de Soergel est une catégorification de l'algèbre de Hecke d'un 
groupe de Coxeter. Donnons quelques définitions avant de donner l'énoncé 
précis de ce théorème. 

Définition 2.1. Un système de Coxeter est un couple {W,S) où W 
est un groupe et S Ç W une partie génératrice, tels que W admet 
une présentation de générateurs s G S et relations (sr)™*^*'''^ = 1 pour 
s,r E S, avec m{s, s) = 1 , m{s, r) > 2 et éventuellement m{r, s) = oo 
si s ^ r. 

Définition 2.2. Soit {W, S) un système de Coxeter. On définit l'algèbre 
de Hecke Ti = T-C{W,S) comme la Z[v,v~^]-algèbre de générateurs 
{Ts}ses, ceux-ci satisfaisant les relations 



pour tout s E S et 



Tr rri rri rri rri rri 



m(s,r) termes m(s,r) termes 

si s,r E S et sr est d'ordre m{s, r). 

Si X = S1S2 ■ ■ ■ Sn est une expression réduite de x, on définit = 
Ts^Ts2 ■ ■ -Ts^ (Tx ne dépend pas du choix de la décomposition réduite). 
On pose q = v~^. 

Soit T ÇW \e sous-ensemble des « réfiexions », c'est à dire, tous les 
éléments qui sont conjugués aux éléments de S. 

Définition 2.3. Une représentation de dimension finie de W (sur un 
corps k de caractéristique carfk) différente de 2) est appelée réflexion 
fidèle (RF) si elle est fidèle et si les éléments de W qui ont un espace 
de points fixes de codimension un forment exactement l'ensemble de 
réflexions. 



Remarque 2.4. Dans [16] Soergel montre que si = M, pour tout W il 
existe au moins une RF. 

Soit V une RF. Soit R = S{V*) = R{V) l'algèbre symétrique de V*, 
c'est à dire l'algèbre des fonctions régulières sur V, sur laquelle W agit 
par fonctorialité. 



4 



NICOLAS LIBEDINSKY 



Définition 2.5. Pour toute petite catégorie additive A, on définit le 
groupe de Grothendieck scindé (A) . C'est le groupe libre sur les objets 
de A modulo les relations M = M'+M" chaque fois que M = M'®M". 
Chaque objet A & A définit un élément {A) G {A) . 

L'algèbre R est gradué de la manière suivante : R = ^^^^Ri avec 
R2 = V* et Ri = pour i impair. Soit 3Î = 3Çy la catégorie des R- 
bimodules Z-gradués qui sont de type fini à gauche et à droite. Le 
groupe (3?) est un anneau pour 

Définition 2.6. Pour chaque objet gradué M = ^^Mj, et chaque 
entier n, on définit l'objet décalé M{n) par {M{n))i = Mi+n- 

On note i?* le sous-anneau de R des invariants pour l'action de s G 
W. Ces définitions permettent de formuler le théorème fondamental de 
Soergel ([H], thm. 1.10) : 

Théorème 2.7 (Soergel). // existe un et seulement un morphisme 
d'anneaux e : H ^ C^ft) tel que e{v) = {R{1)) ete{Ts + l) = {R(^rs R), 
pour tout s G iS. 

Définition 2.8. La catégorie B des bimodules de Soergel est la sous 
catégorie de 3Î dont les objets sont les B & ^ avec (B) dans l'image de 
e. 

C'est cette catégorie B qu'on étudie dans l'article. 

2.2. Conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig. La conjec- 
ture de positivité de Kazhdan-Lusztig prévoit que les coefficients des 
polynômes de Kazhdan-Lusztig sont positifs. Kazhdan et Lusztig l'ont 
démontrée pour W un groupe de Weyl fini ou affine dans [9]. Haddad 
[7] a montré cette conjecture pour d'autres groupes de Coxeter finis et 
Dyer [3] pour les groupes de Coxeter universels. 

2.3. Conjecture de Soergel. 

Conjecture 2.9 (Soergel). Pour tout x G W, il existe un R-bimodule 
indécomposable Z-gradué B^ G ^ tel que s{C'^) =< B^ >, où C'^ est 
l'élément de la base de Kazhdan-Lusztig associé à x. 

Remarque 2.10. Dans [16], Soergel montre que cette conjecture im- 
plique la conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig 
en construisant un inverse à gauche de e. Cette construction est rap- 
pelée ci-dessous. 

Remarque 2.11. Dans le cas où k = C et W est un groupe de Weyl fini, 
la conjecture de Soergel est montrée dans l'article [H]. Dans [5] Fiebig 
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montre cette conjecture pour W un groupe de Coxeter Universel. Dans 
[Tïï] Soergel montre que si la caractéristique de k est plus grande que 
le nombre de Coxeter de et si ly est un groupe de Weyl fini, alors 
la conjecture de Soergel est équivalente à une partie d'une conjecture 
de Lusztig portant sur les caractères des représentations irréductibles 
de groupes algébriques sur k (par exemple GL„(Fp)). 

3. HOMOMORPHISMES DANS B 

3.1. Nous avons déjà exposé nos motivations pour étudier la catégorie 
B. Maintenant posons le problème qui nous intéresse. 

Pour chaque s E S on note 9s = R R. On va fixer par la suite 
une équation Xs G V* de l'hyperplan des points fixes par s {xs est 
bien défini à scalaire près). Dans cet article Hom va être l'espace de 
morphismes de i?-bimodules : 

Hom(M, N) = RomR^R{M, N) 

On a que Hom(M, iV) est un (iî, iî)— bimodule Z-gradué. L'action 
de iî à gauche et à droite de Hom(M, A^) vient de l'action à gauche 
et à droite sur M, ou de manière équivalente, sur N. En formules, 
(r/)(m) = f{rm) = r{f{m)), {fr){m) = f{mr) = f{m)r, pour tout 
r E R,m E M,f G Hom(M, A^). Si les bimodules M,N sont gradués, 
alors Hom va avoir en plus une structure de _R-bimodule gradué, avec 

Hom(M(A), A^(A')) = Hom(M, A^)(A' - A) 

Problème 3.1. Décrire explicitement }îom{ds^ ■ ■ ■ 9s^,9t^ ■ ■ ■ 9t^) pour 

Si, ... , Sni il, . . . , tfc G 5. 

Soit C la sous-catégorie pleine de B, dont les objets sont des sommes 
directes finies d'objets de la forme 9s^...9s^{d), pour un d E Z. Alors 
si on résoud le problème 13.11 on trouve les espaces de morphismes 
dans la catégorie C. Le lemme suivant montre que B est l'enveloppe 
Karoubienne de C. 

Lemme 3.2. Un bimodule gradué B G 3Ç appartient àB si et seulement 
s'il existe C,D eC tels que 

B®C^D 

Démonstration. Soit s = (si, Sm) une suite finie quelconque de réflexions 
simples, = (T^^ + l)...{Ts^ + 1) un élément dans l'algèbre de Hecke, 
et on définit le bimodule 

9s = R ®Rn R R®---R ®Rsm R 
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Comme < Os[n\ >= e{v'^b{s)), alors 9-s[n] G B. Ceci montre que notre 
critère est suffisant. Comme les v'^b{s) engendrent Ti. comme groupe 
abélien, il est nécessaire. □ 

Avec le lemme suivant, le problème 13. Il se réduit à trouver Hom(^s^ ■ ■ - Og. 

Lemme 3.3. Pour M, N eB, le morphisme 

5 : Hom(^,M, AT) ^ Hom(M, ^,A^)(2) 

/ H-^ (m f—j' Xs /(l m) + 1 ® /(l Xsm)) 

est un isomorphisme de R-modules à droite gradués. 

Démonstration. Si (? G Hom(M, ^sA^)(2), on peut écrire de manière 
unique g (m) = 1 ® giijn) + Xs® (72 ("^), avec gi{m),g2{rn) G A^. Ceci 
définit les morphismes gi et g2 associés à g. Soit lî5 : Hom(M, 6sN){2) —>■ 
B.om{dsM, N) le morphisme qui envoie g vers le morphisme A ® m 1-^ 
Xg2{m), avec A G -R et m G M. Il suffit de montrer que 5^ et sont 
bien définis et inverses l'un de l'autre. 
On a g{xsm) = Xsg{m), c'est à dire, 

1 (g) gi{xsm) + Xs® g2{xsfn) = Xs® gi{m) + 1 ® {XsYg2{fn). 

Par unicité de la décomposition, cette formule permet de conclure que 
g2{xsfn) = gi{^)- Avec cette formule on montre directement que ^ et 
sont inverses l'un de l'autre. 

En outre, on a g{r'^m) = r^g{m) pour r^ E R^. Ceci revient à 

1 ® gi{r'^m) + Xg ® g2{f'^'>TT') = r'^ ® gi{m) + r^Xs ® g2{'n^) 

= 1 ® r'^gi{m) + Xg ® r'^g2{m). 

Ceci implique que g2{r-^m) = r'^g2{rn), et avec ceci on peut voir que 
est bien défini. C'est direct de voir que c'est un morphisme de 
bimodules. Voir que '${f){m ■ r) = (^J(/)(m)) ■ r pour r G -R est aussi 
direct. On veut alors ^J(/)(r-m) = r-(^J(/)(m)). Pour r G c'est facile, 
donc, avec notre décomposition R = (B XgR'^ il reste à le montrer 
pour r = Xs- Mais ceci découle directement du fait que (x^)^ G -R*. □ 

3.2. Notation. Étant donné un espace vectoriel Z-gradué V = Vi, 
avec dim(y) < 00, on définit sa dimension gradué par 

dim V = ^(dimVi)î;-^ G Z[v,v-'^]. 

Soit -R"*" l'idéal de R engendré par les éléments homogènes de degré 
différent de zéro. On définit le rang gradué d'un iî-module à droite 
Z-gradué de type fini M par 
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rkM = dim(M/Mi?+) G Z[v,v-\ 

On a alors dim(V(l)) = f (dimV) et rk(M(l)) = vijkM). On définit 
rkM comme l'image de rkM par v ^ v^^ . 

Pour X G VT, on définit le (iî, iî)— bimodule comme R avec l'ac- 
tion à droite tordue par x (en formules -, r ■ r' = rx{r') pour r G -R^; et 
r' G R), et l'action habituelle de i? à gauche. 

On rappelle deux résultats de Soergel. Le premier est le théorème 
5.3 de [Î6], et le deuxième est une partie du théorème 5.15 du même 
article : 

Théorème 3.4 (Soergel). Le morphisme e : Ti. —>■ (3fî) admet un in- 
verse à gauche rj : (3fî) Ti. donné par 

{B) ^ ^?kHom(5,i?,)T,. 

Proposition 3.5 (Soergel). Si M,N G B, alors Hom(M, A^) est libre 
comme R-module à droite gradué. 

4. Construction de la base des feuilles légères 

4.1. Pour X G W, on définit Tl{x) comme l'ensemble de toutes les 
expressions réduites de x (si l{x) = n cet ensemble est un sous-ensemble 
de l'ensemble des n-uplets d'éléments de 5). Si 1 est l'élément unité de 
W, on pose 6*1 = iî et si t = (ti, . . . , 4) G TZ^x), on pose 6j = 6t^ - ■ ■ 6t^. 
Nous donnons une définition 

Z[t',f~^] l'application définie par 
= Pi (p^ eZ[v,v~^]). 

Maintenant on peut énoncer un corollaire du théorème 13.41 

Corollaire 4.2. Soit (si,...,s„) G S"'. On définit les entiers par 
r((l+T5j ■ ■ ■ (l + Tg^)) = 'Yli^i't ■ Alors, il existe un isomorphisme de 
R— modules à droite gradués 

}îom{e,,---9s,^,R) = ^niR{2i). 

i 

Démonstration. Par la proposition 13. 5[ il existe des entiers n- tels que 
Hom(6'^ , iî) = (0jn^iî(2i)) comme i?-modules à droite, et par le 
théorème 13. 4[ on a les équations 



Définition 4.1. Soit r : H 
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r((l + T,J-.-(l + T,J) = ror/oe((l+T,J-.-(l + T,J) 

= rk(e,<^(2ï)) 

= E^y- 

Ceci permet de conclure que n[ = rii. □ 

Proposition 4.3. Soient s,r S, s ^ r avec m{s,r) < oo. La com- 
posante de degré zéro de 

Hom( gA^s--: , eM__^) 

m{s,r) termes m{s,r) termes 

est un espace vectoriel de dimension 1. 

Démonstration. Avant de commencer la démonstration, donnons d'abord 
une définition : 

Définition 4.4. On pose G := {g™ + X]î<m '^«5'* pour certains ai G Z} 
où m = m{s, r). 

Par le lemme 13.31 et le corollaire 14.21 montrer le corollaire 14.31 est 
équivalent à montrer que 

(4.1) r((l + T,)(l + T,)(l + T,) ■ ■ ■ (1 + T,)) G G^. 
' V ' 

2m 

Pour un entier k > 0, définissons Z2k = TrTgTr ■ ■ ^ , ^2fc-i = TsTrTg ■ ■ ^ 

k termes k termes 

et soit Zq = 1. Dans le lemme suivant deg(p) est le degré du polynôme 
p, et [— ] est la fonction partie entière. 

Lemme 4.5. Dans l'algèbre de Hecke on a pour tout entier n l'égalité 
suivante : 

4n-l 



(1+T,)(1 + T,)(1 + T,)--- = J2 Pj^nZj 

2n termes 

avec deg{pj^n)< n - [j/4] et P4n-i,n = 1- 



Démonstration. Prouvons-le par récurrence sur n. Pour n = 1 est clair. 
Supposons le lemme vrai pour n = k. Les trois équations suivantes 
découlent des définitions : 
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TsZ2k-l — (ç — l)^2fc-l + 9^2A;-2 
TrZ2k = (ç — l)^2fc + 9^2fe-3 

TsTrZ2k = (g - i)^2fc+i + q{q - 1)^2^-3 + g^^2fc-4- 

Ces équations peuvent se réécrire de la manière suivante : 

TgZj = {q — l)Zj + qZj_i si j est impair 

TrZj = {q — l)Zj + qZj_3 si j est pair 

TsTrZj = (g - l)Zj+i + q{q - l)^j-3 + si j est pair. 

Si on utilise ces équations dans le développement du terme à droite 
de l'égalité suivante 

4fc-l 

(4.2) (1 + r,)(i + %){\ + r,) ■ ■ ■ = (1 + + + r,T,) ^ y^^^z, 

^ " i=n 

2{/c+l) termes ■> 

on arrive pour tout j à exprimer explicitement pj^k+i en fonction de l'en- 
semble {pj,k}j et de q. Les inégalités de l'énoncé découlent des mêmes 
inégalités pour les pj^n, de manière routinière, et la deuxième assertion 
découle du fait que P4(fc+i)-i,fc+i = PAk-i,k- □ 

Preuve de la prop. 14.31 On a (cf ^ proposition 8.1.1]) 



(4.3) T{T,Ty- 
Ceci implique que 

(4.4) r(Z,) = 



qlix) g[ X = y 

si X y 



si < j < 4m - 1 
g"* si j = 4m — 1 



Donc si on applique r aux deux côtés de l'égalité du lemme H75l étant 
donné par ce lemme que deg(po,n)< n on obtient bien 04.11] . □ 

Pour chaque couple (s, r) comme dans la proposition 14.31 on choisit 
un élément non nul fs^r de 

Hom( OgOrOg ■ ■ ■ , Or-Ogdr ' ' ' )• 
m(s,r) termes m(s,r) termes 

Par le corollaire précédent, il est bien défini à scalaire près. Dans la sous- 
section |l]3l on va éhminer cette incertitude, c'est à dire pour chaque s 
et r on va avoir un morphisme fs^r bien défini. 
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4.2. On sait que pour sGiSonaiî = /2*© XgR^ comme i?*-module 
à gauche. Ceci nous dit que 9s admet {1 ^ 1,1 Xg} comme base en 
tant que R-module à gauche. Et plus encore, si, pour s E S, on définit 
= 1 et xl = Xg, alors par récurrence on voit que si (ti, . . . , tr) est un 
r-uplet d'éléments de S, alors 6t^ - ■ ■ 6t^ admet 

® ■■■®xj;;}(i,,...,,,,)eio,i}^ 

comme base en tant que R-module à gauche. 

Définition 4.6. On appelle cette hase la « hase normale » de 6ti ■ ■ ■ Ou ■ 

On définit IÇ^Xt^^Xt^^ ■ ■ -^Xg^ (resp. 1 ) comme « l'élément normal » 
de 9t^ ■ ■ ■ 6u (resp. R). Si x E Ot^ ■ ■ ■ 0^, on va appeler « partie normale 
de X » le coefficient de l'élément normal dans la décomposition de x 
dans la hase normale. 

4.3. 

Lemme 4.7. Soient s ^ r E S avec m{s, r) ^ oo. On pose m = m{s, r) 
et 

X := 6g6j-0s ■ ■ ■ et X' := OrOgOr ■ ■ ■ 

m termes m termes 

Soit X l'élément normal de X . Il existe un unique morphisme fg^r G 
Hom(X, X') telle que la partie normale de fg,r{x) soit égale à 1. 

Démonstration. Dans [16], Soergel montre que si les existent (voir 
conjecture 1.14), ils sont uniques à isomorphisme près, et il montre 
cette conjecture pour un groupe diédral fini. Soit W le sous-groupe de 
W engendré par r et s. Soit Wq le plus long élément de W dans l'ordre 
de Bruhat. Dans [H] Soergel montre que B^^^ = R R. Par [Hl ch. 
IV, cor. 1.11 a.] on a : 

R = R^ {—2l{w)) comme R^ — mod gradué à gauche 
et ceci implique 



Byjg = R{—2l{w)) comme R — mod gradué à gauche. 

Si M est un R-module, on note M = M/R'^M. La dernière ligne 
montre que 

BwQ = k{—2l{w)) comme k — ev gradué. 

En particulier, B^^ est de dimension 1 comme espace vectoriel en 
degré 2m : 
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(4.5) {B^ohm = k. 
On voit en outre que 

{1 (g) Xl^ ® X'r ® Xf (g) ■ ■ ■}(n,...,i„)G{0,l}™ 

est une base de X comme /c-espace vectoriel gradué (voir définition 
14.61) . En particulier on a 

(4.6) (X)2™ = k 

parce que l'élément normal de X est le seul de la base normale dont 
le degré est 2m. Dans [El prop. 6.16], Soergel montre l'existence d'iso- 
morphismes de {R, i?)-bimodules gradués : 

(4.7) fi : X ^ B^, (S) M 
et 

(4.8) u:X'^ B^, © M' 

pour certains bimodules M, M'. En passant au quotient on obtient un 
isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués 

(4.9) ]I:X^BZ®M. 

Rappelons que x est l'élément normal de X. Soit sa décomposition 
/i(x) = X1+X2 comme dans (14.71) . Par (14.51) . (14.61) et (14.91) . on voit que 
'p{x) = fi{x) G B^Q. Ceci dit que X2 G R^M C R'^{B^^^ © M). Comme 
X ^ R'^X, alors /i(x) ^ R'^{B■^^^Q)M), parce que fi est un isomorphisme 
de i?-modules. Donc on a 

(4.10) xi = fi{x)-X2^R^{B^o®M). 

En utilisant les identifications (14.71) et (14.8p . on définit /C G Hom(X, X'), 
identité sur B^j^ et zéro sur M. Par la proposition 14. 3^ /C est l'unique 
morphisme de degré zéro, à scalaire près, de Hom(X, X'). 

On va montrer maintenant que la partie normale de /C(x) est non 
nulle. Supposons qu'elle soit nulle. Comme /C est un morphisme gradué 
de degré zéro, /C(x) est de degré 2m et comme tous les éléments de la 
base normale sauf l'élément normal sont de degré inférieur à 2m, on a 
}C{x) G R'^X' . Mais d'autre part, /C(x) = z/~^(a:i). Comme z/~^ est un 
isomorphisme de iî— modules, (14.101) nous dit que p~^{xi) ^ R'^X', ce 
qui nous donne une contradiction. 
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Finalement, comme la partie normale de )C{x) est non nulle, on choi- 
sit fs^r comme le multiple de /C tel que la partie normale de fs,r{x) soit 
1. ' ' □ 

4.4. Pour chaque s G 5 on va définir six morphismes. Considérons la 
décomposition R = Q) XgR^- Soient Pi,P2 G R'^ et p,q,r G R. On 
définit des morphismes de (i?, bimodules gradués : 

Ps : R^ R, Pl + XsP2 ^ Pi 

Is : R^ R, Pl + XsP2 ^ XsP2 

Il : R{2) ^R, pi+ XsP2 ^ P2 

m'^ : 6s ^ R, R ®Rs R3 p ® pq 

il : eses{2) R, R (»Rs R (»Rs R 3 p ® q r pl's{q)r 

il : 6s6s{2) -^Ôs, R (S)rs R (»rs R 3 p ® q r pl'^iq) ® r e R (S)rs R. 



Il est facile de voir que ces morphismes sont bien définis, parce que 
I's{r^p) = r'^I's[p) pour E R'^. 

4.5. On va fixer jusqu'à la fin de la section 5 une suite (si,S2, . . .) 
d'éléments de S. On définit sô = 1 et = (si, S2, ■ ■ ■ , pour n > 1. 
On sait que si x G W, s E S et l{xs) < l{x), alors il existe une 
expression réduite de x ayant s comme dernier élément. Dans [21 ch. 4, 
§1, prop. 4], on montre qu'on peut passer d'une expression réduite 
d'un élément à n'importe quelle autre par une suite de mouvements 
de tresse. Donc pour chaque couple {n,t), avec n G N, ï = (ti, . . . , t^) 
une expression réduite de a; := ti ■ ■ ■ 4 G et avec l{xSn) < 
l'ensemble de suites d'éléments de 7l{x) 

oii tj = ti pour tout 1 < i < A;, tfc = s„, et oii on passe de {t\^ . . . , t^) 
vers (t]^^, . . . , ff^'^) par un mouvement de tresses, est non vide. 

Alors on choisit arbitrairement et jusqu'à la fin de la section 5, 
pour chaque couple (n, t) un élément de cet ensemble, qu'on appellera 
P{n,t). 

Soit P(n,t) = {{t\, . . . ,4), {tl . . .,4), . . {t[, . . .,ti)). Pour chaque 
l<i</ — lonaun morphisme TTj associé au mouvement de tresses 
dans Hom(^i> ■ ■ ■ , e^.+i ■ ■ ■ e^.+i), du type I(F fs,r®ld''-P-"^^'''''^ pour 
un certain < p < k — m{s, r). On définit Fn{t) = 7r/_i o • ■ • o o tti G 
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4.6. On va définir par récurrence sur n > un sous ensemble de 
^-=11 II Hom(^^,^^) 

OÙ ]J est l'union disjointe. 

On pose tout d'abord Aq = {Id : R ^ R}. On va construire mainte- 
nant An à partir de An-i. On pose 

/ \ 



II II Hom(^^, ej) 



xew ten{x) 

l{xSn)>lix) 



J 



On va définir quatre morphismes, : S^n avec i,j G {0, 1}. 

Pour les deux premiers morphismes, soient a G Hom(^5j • • • Os„_i, Ot^^ ■ ■ ■ 9t^) G 
A^_i et t = (ti, . . . ,tk)- On pose 



Pour les deux derniers, soit a G Hom(^s^ • • • 9s^_i,9t^ " '^tk) ^ ^n-i 
et soit ï = (il, . . . , ife). On a G Hom(et, • • • Ot^^Ot'^ ■ ■ ■ ^t;_^^.J. On 
pose 



a®Id 



F„(t)(g)Id 



Of. ■ ■ ■ 9f'. Os„Os„ 



1 ' '■k-i' 



Id*^-i(8iîf 



* 6t' ■ ■ ■ 6fi 6^ 



Maintenant on peut définir A^ 



— [J /î>(^n-l)- 

0<i,i<l 

On définit A'^ comme le sous ensemble de An des éléments apparte- 
nant à Hom(^s;^, R). 
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5. Le théorème et sa preuve 

Théorème 5.1. L'ensemble A'^ est une R-base de îlom{6s:^, R) . 

Remarque 5.2. On va appeler A'^ une « base de feuilles légères » : En 
tensorisant par l'identité on peut voir Ak C pour k < n. Alors on 
peut voir An comme un arbre binaire parfait, dont on peut associer à 
chaque feuille (une feuille est un morphisme de ■ ■ ■ Os„ vers 6t^ - ■ ■ 6t^) 
un nombre ou « poids » (dans ce cas le poids serait k). Avec ce point 
de vue, A'^ est l'ensemble de feuilles qui ont poids zéro. 

Remarque 5.3. Il faut noter que chaque morphisme de A'^ dépend du 
choix des P(n, t). On va donner un exemple dans lequel différents choix 
du P(n, t) donnent des morphismes associés différents. 
Soient s, r G 5 avec m(s, r) = 3. Soient 

/ = (m^ o i\) o {Id ®nf oi\® Id) o {Id^ ®nf oi\® Id^) 

et 

9 = f° ifr,s O Id^) o {f,^r (g) Id^) 

deux morphismes appartenant à }îom[6s0r0s0s0r0s, R)- On va montrer 
que f ^ g. Pour ceci on définit 

On voit facilement que f{x) = 1. Il nous reste a montrer que g{x) = 0. 
Pour ceci il suffit de montrer que 

(5.1) fs,r{l®Xr®l®l + l®l®Xr®l)=0. 

Comme = C',^^ + C'^, le théorème 4.2 de [IS] et le lemme 2 

de [Hj imphquent que 9s9r9s{3) ^ iî ®^(s,r) -R(3) © 9s{l), c'est-à-dire, 

(5.2) 9s9r9s ^ R ®n(s,r) R © ^,(-2). 

Il est facile de voir que, à scalaire près, le seul morphisme de degré zéro 
de R ®ji{s,r) R vers 9s9r9s est le morphisme is,r défini par (1 ® 1 i-^ 
1 ® 1 ® 1 ® 1). Par le corollaire 14.21 on voit qu'à scalaire près il y a un 
seul morphisme de degré zéro de 9s{—2) vers 9s9r9s. Ce morphisme est 
le morphisme (1©1 ^-^ l®Xr®l®l + l®l®Xr®l)- Donc on a 
(toujours à scalaire près) explicité l'isomorphisme (15. 2p . 

Comme on a vu dans le lemme S31 R®Fi(^,r) R — -Bsrs, donc on a un 
diagramme commutât if 

9s9r9s ^ R 'S)R{s,r) R 

6^9 
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la flèche horizontale étant la surjection canonique en (15.21) . Ceci permet 
de prouver (15.11) . et donc de conclure que f ^ g. 

Exemple : Dans l'exemple suivant nous avons (si, S2, S3, S4) = {s, r, s, r) 
et m(s, r) = 3. Par des raisons d'espace nous montrons seulement une 
moitié de l'arbre, la « moitié gauche », c'est à dire, nous ne montrons 
pas les morphismes qui passent par l'élément encadré 6^6 s^r- Nous 
avons encerclé en bas à droite la seule feuille légère de cette moitié 
d'arbre. 




6j. 6 g Or 



Démonstration. Définissons les polynômes par 



On a les équations suivantes 

(1 + r,j ■ ■ ■ (1 + r,„_j(i + r,j = (^K^i^-) + 

+ ( E Pn-iT.s^ ) + ( E Pl-iT.Ts. 

\l{xs,^)>l{x) I \l{xsn)<l{x) 



16 



NICOLAS LIBEDINSKY 



et 



l{xSn)<l{x) 



J2 PUTxTs„= E (lPn-lTxsJ + 



\l{xSn)<l{x) 



qui impliquent 



+ 1 E PUTxs_„T^iq - l) 

yl(xs„)<l{x) 



;i + r,j---(i + r,„_j(i + T,, 



E Pn~ 

.l{xs„)>l{x) 



iTx + Pn-l'^xs„ + 



+ 1 E QiPn-lTx + PUTxs, 

\l{xSn)<lix) 

Cette dernière formule, le corollaire \A.2\ et la construction récursive 
de A'j^ vont nous montrer que les degrés gradués des éléments de A'^ 
sont ceux que devrait avoir une base. Avec les définitions suivantes on 
va dire ceci d'une manière plus précise. 

Définition 5.4. Soit X = un ensemble d'éléments ho- 

mogènes d'espaces vectoriels gradués. On définit Y(X) = Y^.q'^'^si^t)/'^, 

Définition 5.5. Pour x E W on définit 

A„(x) = A„n Hom(^^,^j). 
t€n(x) 

Lemme 5.6. On a l'égalité Y{An{x)) = p^. En particulier, Y{A'^) = 
pi- 
Démonstration. On va le montrer par récurrence sur n. Pour n = 1 
c'est clair. Supposons-le vrai pour n — 1. Par construction, à chaque a G 
on associe les deux éléments a' G An{x) et a" G et 
à chaque b G (A„_i(x))^ on associe les deux éléments b' G An{x) et b" G 
An{xSn), avec deg(a)=deg(a')=deg(a"), et deg(6)+2=deg(6')=deg(6"), 
ce qui permet de conclure la récurrence. □ 

Supposons que l'on ait montré que les éléments de A'^ sont linéairement 
indépendants pour l'action de R. Soit T le sous i?-module de B.om{9s;^ , R) 
engendré par les éléments de A'^. Dans chaque degré, T et Hom(6'5;^ , R) 
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sont de dimension finie comme fc-espaces vectoriels, et ils ont la même 
dimension parce que Y(A^) = et T est libre pour l'action de R (voir 
corollaire 14.2p . donc ils sont égaux. Cela étant vrai à chaque degré, on 
déduit que T = Hom(6's^ ■ ■ ■9s„,R), et cela finit la preuve du théorème 

Donc il nous reste à montrer que les éléments de sont linéairement 
indépendants pour l'action de R. 

Les éléments de A'^ sont de la forme o ■ ■ ■ o ff^^o //^^-,^(Id) avec 

ik.ik e {0,1}. Soit In = {{il,... in) tel que 3 (ji,...j„) avec o 
■ ■ • o /^:'^^-^(Id) G A'^} Ç {0, 1}". On remarque que dans cette dernière 
définition le n-uplet (ji, . . . j„) est unique, s'il existe. 

On rappelle que = 1 et x] = Xg pour s E S. Si i = {ii, . . . ,in) G 
{0, 1}", on pose xj = l ® xi\ (g) O ■ ■ ■ (g) x^l E Os^Os^ ■■■ds„, et si 
2G/„,onpose/,= /t,„o...o/^,(Id). 

Sur {0, l}*^, on appelle -< l'ordre total suivant : Si J2j h ^ Tlj ^'j 
alors (il, . . .in) >- (i'i, ■ ■ - in)- Sinon, soit r le plus petit entier tel que 
ir 7^ i'r. Si ir = 0, alors (ii,...ï„) >- {i[,...i'^), et si v = 1, alors 
{il,. . .in) ^ ..i'J. 

Pour finir la démonstration du théorème, on veut montrer que si 
X]ïg/„ ^ifi — 0; ^^^c % ^ alors aj = pour tout i E In. Pour cela il 
est suffisant de montrer les deux faits suivants : 

(a) M^d = 1 

(b) fï{xjr) = pour i >- i' 

Définition 5.7. On dit qu'un élément x E 9t^ - ■ ■ 6t^ est « supérieur », 
si X E R+Otj^ ■ ■ - Ot,., et il est « normalsup »s'il appartient à 1 ® Xt^ ® 
Xt2®---®Xs^+ R+Oti ■ ■ - Otk- Pour f E 6t^ ■ ■ ■ Ot^, on note fX l 'ensemble 
f + R+9t^ ■■ - Otk- 

Sit={ti,...,tn)E In, on définit = o ... o ° /^^,i(Id), 

et X™ = 1 xl\ ^ xf^^ ■ ■ ■ ^ X*™ E Os^Og^ ■ ■ - (^s^, pour 1 < m < n. 

Lemme 5.8. Soient i,i' E In- Si fj^^{x^^) est supérieur, alors fj{xy) 
est supérieur aussi. 

Démonstration. On a ff{x^) = fi^uifj~^)i^Y^^ ^xl^u)- Par hypothèse 

{fj~^ ® ^^){^jr^ ® xl^^) est supérieur, et le fait que /^(x^-) est l'image 
de cet élément par un morphisme de bimodules, permet de conclure le 
lemme. □ 

Lemme 5.9. Le morphisme Fr{t) envoie toujours un élément normal- 
sup (resp. supérieur) vers un élément normalsup (resp. supérieur). 
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Démonstration. Comme Frit) est un morphisme de bimodules, il envoie 
un élément supérieur vers un élément supérieur. 

Maintenant on veut montrer que Fj.(t) envoie un élément normalsup 
vers un élément normalsup. Il suffit à son tour de montrer ceci pour les 
morphismes du type Id" ® fs,r ® Id*, ce qui revient à le montrer pour 
les fs^r, mais ceci est vrai par définition de fs^r- D 

Lemme 5.10. Si /f G Hom(^,^ • • ■ ■ ■ ■ ^jj, alors /f(xf) est 

un élément normalsup de Ot^ ■ ■ ■ Ot,-- 

Démonstration. : On va le montrer par récurrence sur m. Pour m = 1, 
on sait que ji = 0. 

Si il = 0, alors /o°i(Id)(l ^ 1) = 1 e R. 

Si il = 1, alors /°]^(ld)(l a;^! ) = 1 ® a^si G ôg^^. 

Supposons le lemme vrai pour tout m < r. Pour simplifier les nota- 
tions on va appeler gj := fj. Soit gr-i G Hom(^sj ■ ■ ■ Og^ -^, 6t^ - ■ ■ 9t^). 

On note aussi t = {ti, . . .t^). Comme Çr = //^'^.(â'r-i), il y a quatre cas : 

(1) jr = 0, ir = 0, (donc x*';, = 1), alors 

gr (xp = (Id'^ ® m'-) o (g^^i Id) (xp 

G ([(T ® m'-){l ® xt, ® ■ ■ ■ (^\tk ® It) 

(2) jr = 0, ir = l, (donc x*'^ = Xs^) alors 

9r{x^i) = (^r-l®Id)(xp 

G l®Xt,(S)---^Xt,® xt^t ^dh--- ôtAs- 

(3) jr = l, ir = 0, (donc x*'^ = 1) alors 

grix^j) = (ld^-i®z^^)o(F,(ï)®ld))o ((?,_! ®Id)(x-p 

G (Id^'"^ ® i'çf) o (Frit) ® ld))(l ® xt^ ® ■ ■ • ® xt, ® 1|) 

G (Id''-^ ® Zop(l ® xt/ O ■ ■ • ® Xt/^_^ ® x,^ ® 1$) 

G 1 ® Xt; ® ■ ■ ■ O Xt;^_^t Ç Ôf^ ■ ■ ■ et'^_^. 

(4) jr = 1, Zr = 1, (donc X*'' = Xs^) alors 



^7,(XÏ) = {\à''-^®lt)o{Fr{t)®\à))o{gr^i®\à){xl) 

G (Id''"^ ® ij'-) o {Frit) (g) ld))(l ® xt, O ■ ■ ■ ® xt, ® xt4) 

G (Id''"^ O «'^(l ® xt; O ■ • • ® xt;^_^ ® x,^ ® Xs4) 

G 1 O Xt; ® ■ ■ ■ O Xt'^_^ ® x,4 Ç ■ ■ ■ • 

Le passage de la deuxième à la troisième ligne dans (3) et (4) vient du 
fait que -Fr(t) envoie un élément normalsup vers un élément normalsup 
(lemme l5T9|l . □ 
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Maintenant on peut finir la preuve du théorème. La première chose 
qu'on peut constater est que pour s E S, le morphisme est gradué 
de degré —2. Donc /j = f-^,^ o ■ ■ ■ o f^^.^ o //^^-^(Id) est un morphisme 
gradué de degré J2p=i -2jp- 

Soit 

Xa,b = {p\jp = a,ip = b}. 

Si a G }îom{9s-^ ■ ■ ■ 9s^,0tj^ ■ ■ ■ 9ti.), on pose w{a) = k. Les quatre 
équations suivantes sont faciles à vérifier : 

ro(a) = ro(/oO^,(a)) 

w{a) = ro(/i^(a)) 

zz7(a) + l = tuiflia)) 

ta{a) - 1 = w{fl^{a)). 

Si i G /„, alors, comme Tu^fj) = 0, on peut déduire que card(Xi o) = 
card(Xo,i). Donc on a 

Ylp=i '^P = card(Xi,o) + card(Xi,i) 
= card(Xo,i) + card(Xi^i) 
= V z ' 

Donc fj est un morphisme gradué de degré J2p=i ~2ip. On a aussi 
que si i' = . . . , i^) le degré de est J2 Donc, si X] > S 
alors fj{xjr) = 0. 

Maintenant supposons J^h — Xl^r raisonnement précèdent, 

(5.3) degifjixjr)) = 0, 

c'est à dire, fj{xjr) est un scalaire. Ceci et le lemme [5TTU] permettent de 
conclure la partie a), c'est à dire, que fj{xj) = 1. 

Pour montrer la partie b), c'est à dire que f^{x^) = pour i >- i', on 
va supposer = , ï' -< i, et aussi fï{xjr) ^ 0. On va arriver à 
une contradiction. 

Soit r le plus petit entier tel que v 7^ i'ri donc v = et = 1. 
Par le lemme précédent, f-~^[x^-f^^ est un élément normalsup. Donc 
si n est l'élément normal de l'ensemble d'arrivée du morphisme /T, on 
a que fi^x'Ç) appartient à l'ensemble (n ■ x^^X (voir la définition 15.7p . 
Le lemme suivant (lemme 15.111) nous dit que cet élément est supérieur, 
donc le lemme [5^8] et l'équation (15. 3p permettent d'aboutir à une contra- 
diction. □ 

Lemme 5.11. Soit (ti, . . . ,tj.) un r-uplet d'éléments de S. Un élément 
X E 9t-^ ■ ■ ■ ^^tj. est supérieur, si et seulement si il est zéro, ou bien s'il 
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existe une écriture 

m 
i=l 

qui satisfait la propriété suivante, qu'on appellera propriété (*M) : les 
p^j G R sont des éléments homogènes, et pour tout 1 < i < m, il existe 
Ti G No, avec XljLo "^^sIp}) > '^i + 1- M = max{rj|l <i< m}. 

Démonstration. La direction « seulement si » est claire parce que si x 
est supérieur, on a x = ■ z, avec r"*" G i?"*" et ^ G 6*^ j • • ■ 9t^. Alors si 
z = Vq® Vi® ' ' ' ® V^k ^^'^'^ G -R des éléments homogènes, 

on a X = YlT=i ^~^Po ® Pi ® ■ ■ ■ ® p\, qui satisfait la propriété (*0). 

Pour l'autre sens, soit x = X^I^iPo ® Pi ® ■ ■ ■ ® satisfaisant la 
propriété (*M). Comme p^^ = Pu-ipl-J + Xt,..I[^ {p\.^) , alors 



x = ^p'^®---® pI^^iPu^ {pIJ ® 1 ® ■ • • ® K+ 
1=1 

Si Po ® • • ■ ® Pr,-i-ftr, {pIJ ® 1 ® ■ ■ ■ ® 7^ 0, alors Z^jLo^ deg(p* ) + 
deg(p;,_iPt,. > ri, et si p^®- ■ ■®p\_Jl^ {pijmu^®- ■ -^K) ^ 0, 

alors EÎLo^deg(p}) + deg(p;^_i/;^XPrJ) ^ '^i- 

Ceci montre que s'il existe une écriture de x qui satisfait la pro- 
priété (*M) alors il existe une autre écriture qui satisfait la propriété 
(*M— 1). Par récurrence on arrive au fait qu'il existe une écriture de 
X qui satisfait la propriété (*0), ce qui est équivalent à dire que x est 
supérieur. □ 



6. Une base de morphismes dans le cas général 

Maintenant qu'on a prouvé le théorème I5.H on finit en donnant une 
solution du problème 13.11 c'est à dire, on donne une base explicite de 
Hom(6'si ■ ■■0s„,9t^ ■ ■ •6'tJ, pour si, . . . , Sn,ti, ... ,4 G S.. 

Définition 6.1. SU = {ii, . . . , v) E Ir on définit i'^ = (— . . . , — 

1) G Ir- On définit aussi i{op) = Finalement on pose 

xî = xil^- ■ -^xil^l G Ot, ■■■Ou et xi = l^xil^- ■ -^xil ^ ^ti ■ --^tr- 

Soit {fa}a€A ^ ^om{9t^. ' • • Ot^Og^ - ■ ■ ds„{—k), R) une base de feuilles 
légères (noter qu'on dit « une » base parce que pour choisir cette base 
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il faut faire un choix du même type que dans I4.5| ). Alors avec l'isomor- 
phisme explicite donné dans le lemme 13.31 on trouve que 

est une base de Hom(^sj ■ ■ ■ 9s„, ôt^ - ■ ■ 6t^.) comme i?-module à droite. 

7. Application à la catégorie O de BGG 

Soit une algèbre de Lie semisimple complexe et W son groupe 
de Weyl. On rappelle que Cq— proj est la sous-catégorie des objets 
projectifs dans le bloc principal Oq de la catégorie O. Soit C = R/ (-R^) 
l'algèbre de coinvariants. On identifie C à R/R^, et on définit la 
sous-catégorie pleine de C— mod, d'objets les éléments B C, avec 
B eB. 

Dans l'article [13], Soergel construit une équivalence explicite de 
catégories : 

(7.1) V : Oo - proj ~ B*^. 

D'autre part, à partir de la proposition 8 de l'article [H], on obtient 
le corollaire suivant : 

Corollaire 7.1. Si B,B' G B, alors le morphisme canonique 

Hom(H,^)(S, B') ®iï C ~ Homc(5 (8)r C, B' 0r C) 
est un isomorphisme. 

Avec ces deux résultats et la description de ïlomi^R R-j^B, B') faite 
dans la section 6, on obtient explicitement les morphismes dans la 
catégorie Co-proj. 

On remarque que K^{Oo — pTO}) = D^{Oo — mod), car gldimOo < oo. 
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